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As a simple translation of the axioms, either 3A ; > or 3A ; ?.



https://prooftheory.blog/2024/03/20/a-note-on-conservativity-in-
constructive-modal-logics/
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As a corollary of a Gödel-Gentzen negative translation for CK + k4 + k5.
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Gödel-Gentzen negative translation

For modal formula A, define another modal formula AN :

?N := ?
pN := ¬¬p

(A _ B)N := ¬(¬AN ^ ¬BN)
(A ^ B)N := AN ^ BN

(A ! B)N := AN ! BN

(3A)N := ¬2¬AN

(2A)N := 2AN

Theorem: If K ` A then CK + k4 + k5 ` AN

In particular: CK + k4 + k5 ` ¬¬2? ! 2? but iK 6` ¬¬2? ! 2?
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Labelled sequents: [Negri, 2005]

A labelled sequent G is a triple R, � =) � with:
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A ::= p 2 At | A ^ A | A _ A | ? | A! A | 2A | 3A
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Birelational semantics: (W ,R ,,V ) [Fischer Servi, 1984]
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Intuitionistic modal logic

Fully labelled sequents: [M., Morales, Straßburger, 2021]

A labelled sequent G is a triple R, � =) � with:

. R set of both - and R-relational atoms xy , xRy

. �,� multisets of labelled formulas x :A

2 right-rule:

R, xu, uRz , � =) �, z :A
2-r ������������������������������� u, z fresh

R, � =) �, x :2A

x � 2A () for all u s.t. x  u and for all z s.t. uRz : z � A

3 and ! right-rule:

R, xRy , � =) �, x :3A, y :A
3-r ��������������������������������

R, xRy , � =) �, x :3A

R, xz , �, z :A =) �, z :B
!-r ������������������������������ z fresh

R, � =) �, x :A! B

x � 3A () there exists y s.t. xRy and y � A

x � A! B () for all z s.t. x  z : if z � A then z � B
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Intuitionistic modal logic

Preorder properties:

R, xx , � =) �
 rf ��������������������

R, � =) �

R, xy , yz , xz , � =) �
 tr ����������������������������������

R, xy , yz , � =) �

Confluence conditions on R and :

F1

x y

z u

R

 F2

x y

u z

R



R, xRy , xz , yu, zRu, � =) �
F1 ����������������������������������������

R, xRy , xz , � =) �

R, xRy , yz , xu, uRz , � =) �
F2 ����������������������������������������

R, xRy , yz , � =) �

Soundness and completeness:

Logic IK $ Birelational models $ Fully labelled sequents
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